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Résumé: Le butde cetarticle estde rendre compte d'une tentative d'appréciation de
la relation entre didactique et outil de simulation informatique et de la concrétisation
de ce rapport dans un outil d'enseignement. Plus précisément a propos du calcul
menial, trois sujets sontabordés. Le premier concerne le probleme des approches
didactiques possibles adoptées pour son "enseignement”. Le deuxieme point traite
de l'identification de certains procédés de calcul en vue de simuler les démarches
adoptées par des calculateurs (humains). Finalement le probléme de I'utilisation de
cette "connaissance” dans un systtme "d'exercisation” est abordé. La conclusion
montre que la dynamique liée au contexte de l'enseignement semble prédominante
aussi bien au niveau de la spécification du systtme que des modalités de son
utilisation.
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1. But et intérét du travail

La réflexion jointe a 'usage donne des idées nettes;
et alors on trouve des méthodes abrégées dont
linvention flatte l'amour propre, dont la justesse
satisfait l'esprit, et quifont faire avec plaisir un travail
ingrat parlui-méme.

(J.J. Rousseau, Les Confessions)

Cet article présente une tenfative de simulation sur ordinateur de procédures de
calcul menfal. Il rend compte d'un travail engagé il y a plusieurs années deéja, dontle
but est de mettre a disposition des classes (de l'enseignement obligatoire et du
début de la scolarité professionnelle) des outils d'aide a l'enseignement et a la
remeédiation basés surles technologies informatiques. La recherche comporte trois
volets. Le premier voletconsiste a mener une réflexion sur les pratiques didactiques
du calcul et a jauger differentes approches. Certaines de ces approches se
concentrent essentiellement sur les opérations et leurs propriétés (c’est une des
particularités introduites par les mouvements de rénovation de I'enseignement des
mathématiques des années sepfante), d’autres peuwvent proposer des procédures
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systtmatiques qui se focalisent sur des décompositions des nombres’. Le calcul
mentfal constitue toujours un élément cenfral parmi les apprentissages de base. La
question des opérations arithmétiques se trouvent au cenfre de maints débats
menés lors des réformes successives de I'enseignement mathématique. De plus,
les diverses propositions pédagogiques concernant I'entrainement au calcul mental
sont cerainement représentatives des approches didactiques qu'il est possible
d'adopter dans I'enseignement des mathématiques élémentaires.

Un théme récurrent dans la plupart des méthodes proposées concerne le probleme
de la prise de conscience par les apprenants de leurs procédures de calcul et de
'utilisation de cette « méta-connaissance » pour améliorer leur agilit¢ dans la
pratique du calcul. C’est dans ce sens que I'on trouve mentionné le calcul raisonné
dans les programmes d'étude. Quant au "calcul rapide", il peut également étre
utilisé dans ce but quoique de fagcon moins explicite : en plus de favoriser la
mémorisation et exercer des automatismes, il peut aussi favoriser la « découverte »
de procédure efficaces.L'étude de ces approches nécessite une réflexion surle lien
entre les pratiques effectives des apprenants et les apports possibles de
I'enseignant ou du formateur pour faire évoluer ces pratiques vers des formes plus
efficaces.

Le deuxiéme objectif de I'étude estd’identifier certaines de ces procédures de calcul
et de réaliser un automate qui les mette en oeuvwe. Ce travail intervient surtout pour
mesurer I'écart entre ce qu’il est permis de réaliser avec une architecture
informatique simple (utilisation de regles de production) et les processus
réellement en jeuxdans "la téte" des apprenants. Il s’agit donc de s’attaquer a un
début de réalisation d’'une expertise en wue de la simulation d'un phénoméne qui
reléve de processus mentaux complexes et non de procédures pré-€tablies et déja
codifiées. Ce wvolet est celui que nous poursuivons actuellement et qui pourait
conduire a des outils utilisables pardes enseignants en cours de formation comme
base de réflexion. Des systtmes informatisés poumaient aider non seulement
I'apprenant mais rendre également senice a l'enseignant et au formateur en
permettant d’intégrer, de faire interagir et de mettre en oeuwe les savoirs partels
accumulés parla recherche et la pratique.

Finalement, un but plus pratique est d’imaginer une mise en ceuvre de l'automate
dans un systtme "d'exercisation" du calcul sur ordinateur, avec I'étude des
possibilités de généralisation a d’autres apprentissages de base. Nous verrons par
la suite que les procédures "expertes" du systtme d'EAO ont finalement été réduites
a leurplus simple expression et qu'a ce niveau d'autres pistes sontpoursuivies.

2. Méthode de travail et plande 'exposé

Dans un premier temps nous présenterons la phase du trawvail qui a consisté a
recueillirle maximum d’informations sur les procédures utilisées en calcul mental

! Pourfixerles idées on se référera a la procédure proposée par M. Bacquias (1990). C’en est une
parmid’aufres qui a le mérite d’étre exposée systématiquement.



ceci en se limitant au cas de l'addition qui parait central. Pour cela, plusieurs
sources ont été consultées. Elles provennent de divers champs: travaux de
didactique ou de la psychologie de l'apprentissage. Il a paru nécessaire de
compléter ces informations par des protocoles de calcul obtenus par ce que I'on
désignera ici sous le terme d™introspection”. C’est-a-dire que des opérateurs
(parfois novices, mais principalement "experts") ont noté les différentes étapes de
leurs calculs ou les ont décrites oralement au fur et a mesure de l'opération
(méthode du "talking aloud"). Le calcul terminé, les différentes étapes pouvaient
encore faire I'objet de commentaires. Cette méthode a I’a\.antage1 de cerner plus
intmementcertains des procédés difficilement perceptibles par un regard extérieur.
Elle produit des « faits a grand rendement » pour reprendre I'expression de Henri
Poincaré (signalée parHadamard, 1974). C’est ce corpus quia seri en premier lieu
a dégager les regles de calcul utilisées dans I'automate.

Dans un deuxiéme temps, la structure de I'automate sera présentée de méme que
le résultats de quelques observations de son fonctionnement. Du point de vue des
travaux utilisant des techniques d’intelligence artificielle, on se référera
principalement au domaine des tuteurs « intelligents » dont la plupart des travaux
classiques sont relatés par E. Wenger (1987). Depuis lors, le domaine s'est
fortement développé. Toutefois, il faut noter, qu’en général, les travaux en intelligence
artificielle se révelent soit encore trop limités ou alors trop fondamentaux pour
donner lieu a des applications utilisables facilement avec les moyens informatiques
a disposition dans des cenfres de formation (pami ces travaux, on trouve, par
exemple, des modélisations du processus de la découverte des propriétés des
opérations). Par ailleurs, on peutse demander si les techniques imaginées il y a
plusieurs années onttoujours connu des applications dignes de leurs potentialits.

Dans un troisiéme temps, quelques indications seront données sur la fagon dont
I'automate de calcul a finalementété utilisé dans le systtme d’EAQ.

Une discussionreprendra le probleme du calcul mental entre procédures apprises
et "naturelles" et le probléme du méta-apprentissage lié a 'usage de systmes
d’exercisation du calcul mental surordinateur.

3. Que savons nous dans le domaine du calcul mental ?

Tu sais compter ?
Oui... un, deux, tross, ...
Comment tu sais ?
Cest mon cerveau qui le dit dans mon
oreile.
(Flore, 3 ans)

La litttrature concernant le calcul estvaste. Nous en avons finalement retenu qu'un
échantillonnage permettant de cerner differentes facettes du phénoméne: le calcul
chez les calculateurs prodiges, la présentaton d'un modéle relevant de la

' Parailleurs, chacun peut s'essayera produire ces propres données en utilisant ce procédé et

ainsi valider ou infirmer certaines affirmations!



psychologie cognitive, un corpus d’observations recueillies dans le cadre de
I'évaluation des programmes de mathématiques et quelques relevés
d’introspection.

L’étude des calculateurs prodiges montre I'ampleur du domaine que recouvre le
terme de calcul mental. L’étude de Régnault (1952), qui vise a enseigner certains
proceédés mnémotechniques, fait tout d’abord une incursion dans le monde des
calculateurs prodiges ou une partie de ces procédures peut étre trouvees. Ce sunol
a I'intérét de fixer trois types de procédures:celles de I'arithmétique usuelle, c’est-a-
dire celle transmises par I’école et la tradition (qualifiées de conwentionnelles et
illogiques par un calculateur prodige), les méthodes "naturelles" identifices et
entretenues par les calculateurs (par exemple procéder de gauche a droite sur les
chiffres) et les processus, plus inconscients, qui permettent des raccourcis.
L’origine de ces capacités exceptionnelles est difficile a cerner’. Elles peuvent
remonter souvent a des manipulations effectuées pendant I'’enfance et dont le
support n'est pas toujours le code numérique. Il esta mentionner que certains des
calculateurs prodiges peuwent perdre une partie de leur capacité suite a un exercice
insuffisantou suite a 'usage de méthodes usuelles (il semble que cela soitle cas
du physicien Ampére) mais que, par ailleurs, I'exercice et I'apprentissage de
meéthodes "naturelles" sont possibles et que certains opérateurs "instruits" peuvent
rivaliser avec des calculateurs prodiges "naturels”.

Plusieurs travaux de psychologie cognitive et de didactique ontexaminé le probléme
du calcul mental donton ne considére ici que I'aspect additif.

La compilation effectuée par M. Fayol (1990) donne plusieurs indications
intéressantes et propose un modéle utile. En particulier, il apparait que chez les
enfants (au niveau de la classe préparatoire), pourl'additionde m+n, le temps t mis
pour effectuer un calcul estproportionnel au minimum des deuxtermes m et n (loi
du minimum). Mais cette loi est I'aboutissement d'une certaine progression. En
régle générale, les plus jeunes enfants procédent au comptage a partir du premier
terme. Puis leurs procédures peuwent évoluer. lls peuvent alors considérer en
premier lieu le terme le plus grand (ce qui correspond alors a la loidu minimum). La
plupart des enfants effectuent le comptage a partir de la valeur du premier terme
considéré. Quelques enfants incluent ce premier terme dans le comptage, auquel
cas t estalors proportionnel a n+m.

Toutefois, ces lois ne sont pas valables pour n’importe quel couple de nombres.
Les sommes a termes répétés, parexemple, suivent une autre loi. Par ailleurs, des
eléwes plus &dgés ou des adultes procédent a une récupération directe des résultats
(ou de résultats partiels) en mémoire. Un processus de calcul fait donc intervenir
des stratégies reproductives et d’autres qualifiées de constructives. Un descriptif
plus détaillé et technique de certains de ces résultats estdonné dans I'annexe 1.

' Les documents s’occupant des nombres dans linconscient (par exemple Paneth, 1976)
s’attachent plus a leur signification symbolique qu’a I'aspect opératoire.



Le troisieme type de données a disposition sont des observations d'éleves
effectuées en situation de test(que I'on désignera parla suite par tests de 3e année
(CE2)). Ces tests qui ont été administrés dans le cadre de [|'éwaluation des
programmes de mathématique montrent une assez grande diversité des manieres
de procéder (Permet, 1988). On constate une prégnance de I'utilisation des nombres
de gauche a droite, méme si l'enseignement tente de faire appliquer Ia
commutativitt pour regrouper les termes de fagon plus adéquate. On note
également l'influence de procédures enseignées, par exemple l'algorithme de
I'addition "en colonne".

Le trawail d’introspection s’est réalisé avec quelques personnes (dont les auteurs). |l
permet de retrouver globalementles procédures mises en évidence par les études
mentonnées avec deuxnuances toutefois . Tout d’abord, et ceci dans des laps de
temps trés cours, il est possible de passer d’'une procédure a une autre’. La
rapiditt du processus donne lI'impression que plusieurs types de procédures
s’effectuent en paralléle. L’autre remarque concerne des opérations qui peuwent
évoquer les cour-circuits des calculateurs prodiges et qui ne semblent pas
toutefois étre un recours a la mémoire a long terme uniquement. En particulier, il
peutétre utile comme premiére approche, d’introduire la notion de "nombres amis™,
couple de nombres dont le résultat (en général un chiffre rond selon la base dix,
mais aussi selon d’autres décompositions, base cing, vingt, etc.) est bien connu et
qui constitue un "attracteur” lors de la réalisation d’un calcul (par exemple 45 et 55).
On définira aussi, poussé par ces observations a définir des nombres "noyau",
nombres dont presque toutes les décompositions sontdes nombres amis (10 est
souvent un noyau).

Finalementdes analyses ad hoc montrent que pourune méme personne l'approche
peut étre differente selon le calcul considéré. Les particularités des nombres en
présence, notamment leur numérosité et angulosité4 ont une influence sur le
procédé utilisé. D’autres facteurs devraient encore étre pris en compte comme le
temps a disposition, parexemple.

"l n’est pas toujours trés clair dans la littérature de savoir comment les calculs ont été administrés.
Ici, 'énoncé est toujours écrit et en permanence sous les yeux de l'opérateur. Mais les procédures
peuvent étre modifites dans le cas ou tout le travail s'effectue de fagon oralk. D'autres
représentations des nombres, notamment des représentations spatiales ou temporelles, peuvent
entrer en jeu. On nous a signalé le cas d'adultes ou toute la manipulation mentale de nombres était
fondée surla combinaison de dés (communication de Michel Favre).

Par exemple lors de la réalisation du calcul 246 + 782 on observe une premiére tentative qui
meéne a 900 puis 988 (82+6). Ce processus est arrété pour reprendre a 1020 pour finalement
aboutir a 1028. La rapidité du passage d'une procédure a l'autre laisse supposer qu'un
"superviseur" prépare diverses alternatives.

® Dans un premier temps ces nombres étaient appelés "androgynes" d'aprés le mythe lié a cette
notion, définition qui ne convient pas vraiment selon 'acceptation usuelle de ce terme.

* Numérsité et angulosité d'un nombre selon Costermans (1990). La numémsité d’'un nombre est
le nombre de chiffres qui le composent: numérsité (0) = 0, numémnsité(1234) = 4. L’angulosité d’'un
nombre est le nombre de chiffres qui le composent en « supprimant » les zéros a droite:
angulbsité(0) = 0, angulosité (1640) = 3, angulbsité (1604) = 4, angulosité (1600) = 2.



Si la litttrature permet de dégager des fagons de calculer, elle est par confre plus
avare en ce qui concerne les propositions didactiques. Plusieurs questions se
posent: Fautil faire conwerger les procédures spontanées vers des procédures
types (les plus économes selon l'indice calculé parla machine) ? Fautil exercer des
meéthodes reconnues comme "efficaces" ? Fautil entrainer séparément des
registres (mémoires des nombres, comptage, etc.) ? Fautil encourager I'éléve a
utiliser des procédures ou il éprouve une certaine facilité ou, au confraire, fautil
plutdt développer les aspects qui semblent lui faire défaut ? Ces alternatives se
posent fréquemmenten pédagogie etil ne semble pas exister une réponse unique
(Boule, 1996).

4. La construction d’un automate

5 plus 3 ¢a fait 8 ...
Onprend 1 a5etonle meta 3
(Bab, 6 ans)

Le modéle adopté propose toutd’abord une méthode pour évaluer la difficulté d’'un
calcul et définit des coefficients qui pourraient mesurer I'ampleur des ressources
cognitives nécessaires a la réalisation des diverses étapes du calcul. Puis il repose
sur quelques méta-régles et régles de calcul établies en partie a partr de la
littrature mais principalement a partir des travaux d’introspection. Les résultats des
tests de 3e année n’ont pas été utilisés a ce niveau mais ont été gardés afin de
juger ultérieurement le fonctionnement de I'automate.

4.1. Caractérisation de la difficulté d’un calcul

Des didacticiens (en particulier Brousseau, 1986) définissent la notion de ‘'codt
d'une opération élémentaire. lIs organisentensuite des méthodes qui permettent de
réaliser une tache (un calcul complet) au moindre colt Cette notion de colt peut
étre reliée a celle de « charge cognitive » utilisée en psychologie cognitive (Richard,
Bonnet & Ghiglione, 1989).

L'idée estici de caractériser plus en détail la « charge cognitive » d'un calcul en
tenant compte du processus adopté. On peut décomposer le colt d'une opération
en considérantles trois coefficients : M, coten mémoire (retenue, par exemple) ; P,
codten processus élémentaire (additionner 1 estun tel processus élémentaire, de
méme que permuter deuxtermes) ; T, nombre d’étapes du calcul. Ces coefficients
sont calculés pour chaque opération effectuée et sommés pour le calcul complet.
On se référera aux coeflicients MPT. A noter que leur leur dénomination est
indicative, leur signification cognitive réelle resterait a établir expérimentalement. lls
ne paraissentpas totalementindépendantles uns des autres.

4.2. Les régles de calcul

Le déroulement des calculs estdécrit a I'aide de régles de production. C’est cette
méthode qui est adoptée dans BUGGY (Brown & Burton, 1978) pour décrire des
procédures (erronées) mises en oeuwe dans l'algorithme de la soustraction en
colonne. C’estaussi pour décrire les erreurs dans le calcul avec des fractions que



Dumont (1989) propose cette méthode, de méme que Martial Vivet (1984) dans des
travaux anciens qui ajoute a des calculateurs symboliques des régles tenant
compte des particularités de I’opérateur1.

4.2.1 Méta-regles

Les méta-regles permettent de définir une premiére grande orientation dans la
maniére de calculer avant méme de faire intervenir des opérations plus spécifiques
s’occupantdu calcul proprementdit. Les trois méta-régles utilisées sont

MR1 : Il estprocédé au calcul en utilisant les chiffres de gauche a droite;

MR2: Les nombres sontutilisés en général de gauche a droite;

MR3 : Dans cerfains cas, le nombre le plus grand est considéré comme premier
résultat partiel. Cette regle, dont I'application permet de retrouver la loi du minimum
ne sera utilisée que si les nombres en présence sont des nombres spéciaux
(noyau, amis, attracteurs) et si le concept de commutativité estsupposé acquis.

4.2.2. Quelques opérations (ou régles)

Les opérations élémentaires ont été principalement dégagées a partir des calculs
effectués avec verbalisation et commentaires introspectifs chez des personnes
expertes. Puis les procédures ont été formalisées avec une certaine normalisation
des commentaires. Parexemple pourle calcul de 134+156 on a le "protocole":

Exemple 1: 134 + 156 -> 200 (mis a parl), 280 (cumul), 10 (calculé séparément),
290.

Les termes entre parenthéses sont des ajouts a postferiori (liés au commentaire
des opérateurs). La formalisation associée est notée par le nom de l'opération et
une indication de son action. La plupart des opérations se comprennent d’elles-
mémes. Les termes "enregistrer" (qui sera resfitué par « se souwenir» dans le
systémez) et "cumuler" (« ajouter dans sa mémoire ») se réferent a un registre
indépendantdu "centre de calcul" et qui permet d’accumuler un résultat partel.

Dans cette succession d'opératons intervient une opération de décomposition qui
estrarement repérable chezles opérateurs. Il en a toutefois été tenu compte dans
certaines versions du simulateur. Les deux versions (avec ou sans opération
"décomposer") sonttoutefois équivalentes du point de vue des ressources mises en
ceuvre.

Quelques exemples supplémentaires monftrent encore quelques "subtilités" dont il
fauttenir compte dans la modélisation.

' On se référera au calculateur humain par le terme opérateur. L’opération sera I'action effectuée
qui sera identifiée d'une part par un nom symbolique ("cumuler") par exemple) et par une
expression plus imagée ("ajouter dans sa mémoire") .

% Le choix des termes permettant de composer les messages émis par lodinateur est difficile et
aucune solution envisagée ne donne actuellement satisfaction.
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Exemple 2: 35+ 36->70+1,71 (nombres amis 35,35)
36 + 35 ->40+31, 71 (empruntera 35)

Ces deux exemples montent que selon l'ordre des termes et les nombres
"familiers" de l'opérateur, les régles déclenchées peuwent étre differentes (il n’y a
pas un recours systtmatique a la permutation des termes selon MR2).

Certains nombres, proches d’'un nombre simple (a faible angulosité) semblent
pouwir étre utilisés comme "atracteur”" ainsi que le montre ce protocole:

Exemple 3 : 990 + 455-> 1000- 10 + 455, 1000 + 445

Dans ce cas c'est 990 qui a « attiré » 'opérateur et I'a amené a considérer 1000. On
utilisera ici l'opération "compenser" (signalée par « aller a ») a distinguer de
"emprunter 3" (signalée elle par le vocable « emprunter a ») qui elle prend en
compte les deuxnombres termes en présence. Icil’attracteur estun nombre "rond",
il pourmrait aussi étre lié a un couple de nombres amis (4 et4 chezBab, en exergue)

D’autres protocoles (un peu plus formalisés) sontprésentés en annexe 2. A pariir de
ces exemples, il est possible d'établir des régles de choix des opérations. L’'une
d’entre elles est donnée dans I'annexe 3. Dans ce travail de formalisation, pour
éviter « I'explosion combinatoire », il s’agit d’étudier soigneusement les conditions
d'application des regles. Parfois certaines conditions plausibles, mais non
observées formellement (angulosité du nombre), sont également ajoutées pour
cela.

A noter encore que cette approche formelle (qui estliée a une approche symbolique
du fonctionnement cognitif dont on connait par ailleurs les limites, Ducret, 1986) ne
semble pas permettre de rendre compte de toute la subfilité de certains procédés. |l
ne rend pas compte du parallélisme de certains calculs, des types de registres
cognitifs mis en oeuwe (visuelle, symbolique, etc)). L'exemple suivant montre les
limites de 'approche avec un seul processus :

Exemple 4 : 257+ 45 -> 200 mis a part 57+45 = 60 + ... (suspension) = 52 + 50 =
102,302

Dans ce cas un calcul estengagé sur une piste qui est abandonnée pour repartir
sur une nouwelle piste qui parait plus facile. On voit donc ici un double processus,
celui qui effectue le calcul et un processus d'évaluation de la stratégie engagée.

Finalement, mentionnons pour mémoire qu’il pourmrait étre judicieux, comme pour le
cas de I'addition (addition avec noyau), de modifier certains opérateurs selon le
modéle de I'étudiant. Notamment pour le choix de la décomposition. La priorité
donnée auxdifféerentes regles et méta-regles pourrait également varier d’'un éléwe a
I'autre.



Par ailleurs, une amélioration du modéle devrait cerfainement faire intervenir
plusieurs registres de mémoire, le rafraichissement de ceuxci et toute sorte de
colts liés a leur utilisation. Mais l'intégration de ces différents facteurs dans le
modéle (comme le fait par exemple Anderson, 1983) dépasse largement la
possibilité des moyens mis en oeuwve ici.

4.3. Observation de I'automate de calcul

Un choixde calculs donton connaissaitparailleurs les procédures utilisées par des
opérateurs, ont été soumis a 'automate. Les références utilisées sont la méthode
de Bacquias, d'une part et les résultats des tests de 3e année évoqués
précédemment d’autre part La méthode de Bacquias estun procédé proposé dans
un but didactique, on se contentera de d’analyser un exemple. Par contre, les
résultats des tests de 3e année fournissent des familles de procédures utilisées
par les éléwes. On essayera de voir quelles sont celles qui sont reproduites par
l'automate et quels sontlescoefficients de difficulté qu'ileur sontattribués.

4.3.1. Méthode « Bacquias »

Cette méthode (Bacquias, 1990) est une proposition didactique pour apprendre a
calculer mentalement Elle propose un cumul a partr du plus grand de deux
nombres approximeé a I'ordre de grandeur du plus petit. Parexemple:

Exemple 5: 28387 + 3451 -> 28000 + 387 + 3451, 31000 + 451 + 387, 31700 + 87
+51,31800 + 7 + 31,31838

On constate que l'automate ne peut pas générer directement cette solution. I
procede par décompositions et recompositions intermédiaires et ajoute donc une
étape supplémentaire. Cete méthode n'est appliquée par l'automate que si le
nombre le plus grand s'avere étre attracteur. On s’apergoit que Bacquias est plus
économe en mémoire. Par contre, I'opérateur manipule des nombres supérieurs.
La question se pose si lors de I'addition de 28000 et 3000 une décomposition non
prise en compte dans la méthode n’intervient pas de toute fagon. Ce point a déja été
examiné précédemment.

Automate : Cumuler 20000
Cumuler 8000 et 3000, il faut encore calculer 387 + 451
Permuter, il faut encore calculer 451 + 387
Cumuler 400 et 300, il faut encore calculer 51 + 87
Permuter, il faut encore calculer 87 + 51
Cumuler 80 et 50,
Cumuler 8 (8 noyau)

4.3.2. Tests de 3e année "revisités"

On s’en tiendra a comparer les méthodes utilisées par les enfants (3e année
scolaire) (Perret, 1988) pour additionner 54 et 27 a celles de l'automate. Dans
chaque cas on signale les coefficients MPT. L'automate est paramétré sur une



connaissance "moyenne" des élewes de cet age. L'opérateur "décomposer' est mis
en ceuvre de fagon explicite.

Méthode 1

Enfants: Décomposition des termes avec séparation nette entre dizaine et unités
(40% des éléwes utilisent cette procédure). Exemple : 50 +20=70,4+7 =11,81

Procédures de I'automate Coefficients MPT
décomposer, il reste a calculer : 50 + 4 + 27 0,22
se souvenir de 50, il reste a calculer : 4 + 27 1,01
pernmuter deux termes, il reste a calculer : 27 +4 | 1,11
décomposer, il reste a calculer : 20 +7 + 4 0,22
se souvenir de 70, il reste a calculer : 7 + 4 1,2,1 (50+20 revient a 5+2)
addiionner, il reste a calculer : 11 0,41 (autre version plus économique: "aller
5"
ajouter dans sa mémoaire : 81 1 )1 N|
Total| 4,12,9
Meéthode 2

Enfants : Décomposition des termes avec séparation partielle des dizaines et des
unitts (18% des éléwes utilisent cette procédure). Exemple : 50 + 20 = 70,70 + 7 =
77,81

Automate : décomposer, il reste a caleuler: 50 + 4 + 27
se souvenirde 50, il reste a calculer: 4 + 27
permuter deux termes, il reste a calculer : 27 + 4
décomposer, il reste a calculer: 20 +7 + 4
ajouter dans sa mémoire 70, il reste a calculer: 7 + 4
ajouter dans sa mémoire 77, il reste a calculer 4
ajouter dans sa mémoire : 81 Coeff MPT=4,10,9

Méthode 3

Enfants : Calcul a partir d'un des deux termes et décomposition du second terme
(32% des éléwes utilisent cette procédure). Exemple : 54,74, 81

Automate : se souvenir de 54, il reste & calculer : 27
décomposer, il reste a calculer: 20 + 7
ajouter dans sa mémoire 74, il reste a calculer: 7
ajouter dans sa mémoire : 81 Coeff MPT = 2,10,6

La méthode 4 (utilisée par 3% des éléwes) passe parun calcul écrit.

Méthode 5
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Enfants : Parcompensation, en arrondissant I'un des deuxtermes, ou les deux a la
dizaine la plus proche (4% des éléwes utilisent cette procédure). Exemple : 54 + 30 =
84,84 -3 =81

Automate : se souvenir de 54, il reste & calculer : 27
aller a 30, il reste a calculer: 30 + -3
ajouter dans sa mémoire 84, il reste a calauler -3
ajouter dans sa mémoire : 81 Coeff MPT=2,10,6

emprnter a 27, il reste a calauler : 60 + 21

se souvenir de 60, il reste a calculer 21

décomposer, il reste a calculer 20 + 1

ajouter dans sa mémoire 80, il reste a calculer 1

ajouter dans sa mémoire : 81 Coeff MPT=3,9,8

L'automate propose 36 solutions differentes dontles plus courtes (la longueur est
mesurée parle coefficientT) sontcelles présentées ci-dessus.

Parmi celles-ci, on notera que, paradoxalement, c'est la procédure qui semble la
plus « colteuse » pourl'automate1 qui est davantage utilisée parles éléwes (40%).
Cette procédure estenseignée a lI'école. Cette procédure n'est d'ailleurs pas foumie
parle systtme si la profondeur de recherche adoptée esttrop faible !

Diverses interprétatons sont possibles. Il peut y avoir un décalage entre les
procédures des experts (qui ont seni a établir les regles) et celles des novices
encore plus proches des procédures apprises a I'école. Il se peut aussi que,
indépendamment du probleme du niveau d’expertise, la prégnance du modele
appris soitla plus forte. La question qui peut se poser aussi est de savoir si les
procédures décrites parles enfants, sontcelles qu'ils ont été effectivement utilisées.
Enfin la validité cognitive des coefficients MPT n'est pas parfaitement établie.

Par contre, 32% des enfants utilisent toutde méme la procédure qui figure parmi les
plus économiques foumies parl’automate.

A noter que les autres calculs laissent entrevoir des résultats semblables. Le
nombre de procédures proposées par l'automate esttoujours assez important (72
procédures pour 33+65, 348 pour 19+23+7, 292 pour 15+9+15).

5. Construction d’'un systéeme d’EAO

Le systtme estconstruit en s'inspirant du modele classique qui met en ceuvre la
collaboration des trois "experts" (spécialiste de la matiére, modéle de I'étudiant et
peédagogue) (voir Bonnet, 1984 ou Bruillard ,1991 pour une présentation plus affinée
et criique). Ce modéle a depuis lors été remis en cause (Self, 1988), il n'en reste
pas moins un concept de référence. Ici, un point de wue plus synthétique a été
adopté qui est caractérisé par la collaboration d'un "didacticien" et d'un

' En se tenant icia un ordonnancement lexicographique des trois coefficients. C'est aussi le cas si

on utiise diverses formules présentées ultérieurenrent. En I'absence d'un modéle théorique unique, il
va de soique cette affimation esta prendre avec précaution.
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"psychologue”. En particulier, il n'ya pas d'expertise pure de la matiére, le didacticien
esttoujours présent dans la réalisation de la tache.

L'interface est trés simple, un calcul est affiché pendant un certain temps puis
disparait. Ace momentla, une "boite de dialogue" apparait ou 'utilisateur estinvité a
taper le résultat qu'il a obtenu parcalcul menfal. Une certaine "pression" est exercée
en liant le temps d’afichage du calcul a son indice de difficulté. Un temps de base
permet d’ajuster cette pression en fonction de I’'habileté initiale de I'utilisateur. Ainsi
I'apprenanta la possibilité de percevoir un indice surla difficulté du calcul a effectuer.

Cette méthode est utilisée par le logiciel ELMO qui traite de l'apprentissage de la
lecture. C'est aussi la fagon dontles apprentissages sont parfois générés a I'école
(pratique du calcul rapide en vue de faire évoluer les procédures). Toutefois, dans ce
dernier cas, il est difficile de tenir compte de particularités individuelles, ce que
devrait permettre parcontre un systtme informatisé.

L'établissement d'un indice de difficulté résulte de diverses tenfatives: la premiére
voie choisie a consisté a utiliser les coefficients mis en évidence par des travaux en
psychologie métrique: DIFFICULTE (m+n) = const * min (m,n) (Ioi du minimum). La
constante pouvant varier selon le public considéré. Mais il s'awere difficile de calibrer
les exceptions (par exemple: 23+23) fort nombreuses et variées, surtout avec des
adultes (qui étaiticile public cible), d’oul'idée d’utiliser’automate et de proposer un
indice calculé a partir du procédé qu’il juge le plus économique. Ce calcul s’effectue
en utilisant les coefficients MPT et propose une combinaison pondérée de ces trois
coeflicients. La formule qui parait donner les meilleurs résultats est de la forme
a*M*sqrt(Tx b*P. Elle tient compte du fait que M représente un nombre d’opérations
ayant recours a la mémoire sans tenir compte de la durée de la mémorisation. Il
s'agirait encore de vérifier les corrélations observées entre la performance globale,
le temps de présentation du calcul, le temps total pour la réalisation du calcul, les
procédures utilisées et un jeu de pondération des coefficients MPT'.

Il estpossible de modifier le comportement du systtme en modifiant les coefficients
de pondérationa et b, les nombres "noyau" a disposition etles nombres considérés
comme amis. Le calcul du tempo tient compte de tous ces éléments ainsi que du
temps de base.

Le probléme suivant estd’ajuster ces coefficients de maniére automatique en cours
de trawail. Pourle temps de base, cela ne pose pas de probléeme. |l estdiminué ou
augmenter en fonction du nombre d’ereurs commises. Le "psychologue” tient a jour
le modéle de I'éleve. Il met a jour les nombres "noyau" disponibles a l'aide de
quelques régles, parexemple :

REGLE d'acquisition d'un noyau
Sl

' Des calculs effectués sur la base de 20 exemples montrent une assez grande corrélation entre
M et T (0.7), entre P et M (0.68), mais faible entre P et T (0.38). L’influence du type de calcul sur
ces corrélations demanderait des analyses plus fines.
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un noyau N estprésumé ET

il existe N/5 nombres amis acquis liésa N
ALORS

le noyau N estacquis

Par ailleurs, deuxnombres sontreconnus amis lorsqu’ils ont été additionnés sans
erreur et rapidementa plusieurs reprises.

L’'ajustement automatique des pondérations des coefficients MPT est plus
problématique aussi bien d’'un point de wue conceptuel, que didactique ou
technique. Cela pose le probleme du choix au niveau des stratégies
d'apprentissage. On retrouve ici les problémes évoqués a propos de la didactique
générale du calcul.

Une tenfative pour détourner ce probléme a consisté a permettre a I'ufilisateur de
modifier lui-méme ces coeflicients. Une autre a été d’installer un dispositif qui
permette a l'utilisateur de signaler au systtme les procédures adoptées et les
nombres connus sans passer parles coefficients globaux qui peuwvent recouvrir des
réalités procédurales differentes.

Par ailleurs, la lenteur du processus d’apprentissage, par le systme, des
caractérisiques de son interlocuteur (repérage des nombres "noyau" par la
comptabilisation des erreurs et le calcul du temps mis pour donner la réponse), ou
la complication introduite par des tests préliminaires (pour déterminer les
pondérations des coefficients MPT) rendent I'utilisation du systtme peu pratique
voire délicate. De méme, il était préw dans la méme veine de prolonger les régles
justes par des « mal-rules » (Wenger, 1987, p 196) ou Dumont (1989). L’'usage de
« mal-rules » conjugué a [I'utlisation de coefficients de difficulté permettrait
d’expliquer certaines des erreurs non seulement en terme de schéma erroné
(surgénéralisation, parexemple), mais aussi en terme de colt des opérations. Mais
la aussi, I'apprentissage, cette fois-ci du systtme par I’'apprenant (significaton des
messages), dépasserait la somme des informations utiles a I'apprentissage du
calcul. Un rapport entre information directementutile et information totale délivrée par
le systtme permettraitde jauger la complexité d’'une interaction avecl’ordinateur.

En résumé l'usage du systme a permis de tester différentes variantes des
dispositifs d’ajustement des paramétres. Mais il a surtout mis en évidence
I'importance toute relative que représentait cette composante par rapport a d'autres
éléments de l'interface, notamment I'effet des messages, et par rapport au contexte
de 'ufilisation : les interactions entre les apprenants, en particulier.

Finalement, la voie suivie a été d'encourager I'apprenant a découwrir sa procédure
optimale, et de lui foumir pour cela toutes les informations calculées parle systtme:
indices, panoplie de procédures possibles,nombres "noyau". Une premiéere version
était totalement ouverte et l'apprenant pouwait lui donner n'importe quelle
configuration désirée. Il avait ainsi la possibilité d’identifier des éléments intervenant
dans un calcul et de prendre conscience de ses propres procédures de calcul, par
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la de les améliorer... peut-étre. Par la suite cette ouverture a été réduite au w de la
complexité que cela occasionnait dans la manipulation du systtme. Le regard sur
des procédures possibles a étérelié a I'idée de « testezl’expert », démarche qui est
proposée auxapprenants. Mais pour cela, le nombre de procédures calculées, qui
permettent a 'apprenant, par comparaison d’awir un certain regard sur son propre
fonctionnement ont été réduites pour ne jamais dépasser un choix de 3 ou 4
possibles.La réalisation d’'un automate de simulation et la réalisation d’'un systtme
d’EIAO ménent a des démarches quine sontpas toujours compatibles comme cela
a été déja noté par plusieurs auteurs (Clancey, 1992, Bruillard, 1994, Mendelsohn,
1995)

6. Discussion

Au terme de cette étude nous résumons les difféerents enseignements retirés selon
les trois points de wvue didactique, réalisation de l'automate, construction d'un
systtme d'EAQ.

Du point de vue didactique, si les propriétés (axiomes) des opérations représentent
I'aboutissement de procédures naturelles de calcul, leurenseignement dans un but
de développement du calcul mental n’est certainement pas a préconiser tel quel.
Les propriétés des opérations et celles des nombres sont intmement liées dans
les processus de calcul mental. Il faut donc introduire des propriétés plus fines et
moins "organisées" que les propriétés du calcul algébrique formel. Toutefois la
volonté de metire en évidence des processus plus proches des fonctionnements
réels se heurte au murde complexité que représente le grand nombre de regles qui
entrent en jeu dans '« alchimie » des processus cognitifs. Les propositions faites
qui présentent ces régles alliées a quelques procédures faisant intervenir des
décompositions simples sontcertainement encore les plus réalistes, moyennant la
présence de formateurs ayant une certaine confiance que ces quelques
« caricatures » vont difuser vers des procédures efficaces tout en restant trées
diférenciées’. Dans ce domaine, il estdifficile d'identifier une procédure unique vers
laquelle il s'agirait de faire conwerger celle des apprenants.

Cela pose le probléme de la médiation de l'enseignant (au sens de Feuerstein,
Marin & Paravwy, 1990) qui doit établir une communication avec I'éléve non
seulement a propos des régles de calcul, mais également a propos des processus
engagés dans les démarches cognitives. Il n’est pas impossible qu’entre un
apprenant et I'enseignant ce méta-niveau puisse prendre des tournures diverses
alliant des stratégies verbales et non verbales.

En ce quiconcerne I'automate, on relévera la complexité du sujet. BUGGY (Brown &
Burton, 1978) et d’autres systémes apres lui, s'intéresse a un algorithme, c’est-a-

' Sans compter toutes les dimensions dont il s'agt de doser les extrémes: I'axe objet (nombre) -
opération (calcul), l'axe mémorisation (tables d'addition) - comprhension (propriétés des
opérations), l'axe consfruction personnelle - apprentissage de procédures types, [laxe
représentations (imagées, symboliques, ...).
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dire a une connaissance précédurale forement conwentionnelle. Méme si certaines
des erreurs peuwvent renvoyer a des concepts plus psychologiques, ceuxci peuwvent
étre ignorés pour se référer auxrégles établies. S’agissant de calcul menfal, cette
méthode ne peut pas facilement se transposer. On a également w que les
processus mentaux s’accommodent certainement mal de la méthode symbolique et
uniprocessus qui estadoptée. Une voie a explorer qui se rapproche d'un modéle
neuronal sontles Pnet de Defays (1994) qui considére les nombres comme des
noeuds d'un réseau sémantique reliés entre eux par les relations, plus ou moins
activées) que ces nombres entretiennent entre eux. Toutefois, dans ce cas le lien
entre les procédures identifiées et celles utilisées par I'automate semble plus
difficile a maitriser.

On notera encore que dans cette modélisation, il a fallu utiliser des résultats de
travaux parfois complémentaires, parfois antagonistes et que les modéles
présentés sur le papier présentent des lacunes liees a I'ordonnancement des
opérations que la réalisation est obligée de combler. Par ailleurs, la dynamique de
la programmation informatique pousse a introduire des concepts artificiels qui
permettent la maitrise technique. Le systtme qui en résulte constitue ainsi un
modéle original qui intéegre partiellement des procédures observées mais qui a sa
propre dynamique. Il devient objet d'observations et d'études particuliéres qui seules
pourront décider de sa validité (Ohlsson, 1988). C’est par ailleurs le coté excitant
que de créer des automates dont le comportement échappe en parie a leur
créateur.

Lorsque un systtme d'EAO mélent a la fois la didactique et I'utilisation d'un
automate, on constate que la médiation "machinique" reste assezfaible (la machine
ne prend en charge qu'une faible parte de I'aspect de méta-communication). Par
ailleurs, une difficulté s'ajoute liée a la compréhension méme de la machine par
I'apprenant Le choixdes termes exprimant les procédures adoptées parla machine
estun reflet de cette difficulté. Le réle du maitre en tant que médiateur devient dans
un cerfain sens plus intéressant mais aussi plus complexe (Viwet, 1991, Glardon,
1993)

Des propositions qui prenent en compte cette situation sont faites (voir Leclercq,
1991) qui demandent de relier un modele de tuteur intelligent a des bases
d’informations importantes (hypertexte) qui élargissentles activités de I'éleve et par
la offrent un espace de communication beaucoup plus riche.

On est donc amené a considérer le systtme global constitué par la machine et
I'apprenantcomme un tout exercices de calcul, messages, fonctionnement, etc., ne
peuwent étre dissociés.Le probleme estd’estimer les effets en retour de ce "mixe"
sur I'apprenant et, pourquoi pas, sur le systtme. Ces considérations sont
classiques parrapport auxtravaux surl'utilisation de LOGO (Sandberg, 1991).

7. Conclusion
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En définitive, un projet qui se wvoulait étre une simple application pratique d'un
modéle éprouvé en EIAO sur une sujet apparemment anodin s'est révélé plus ardu
que préw. Tout d'abord la didactique n'offre pas de "voie royale" qu'il suffirait de
modéliser. Puis la modélisation de processus cognitif "profond" se laisse
dificilement abordé par des outils techniques simples telles que les régles de
production. Finalement, les démarches suives dans la réalisation d'un automate et
celles nécessaires a la mise au point d'un EIAO ne sont que partellement
compatibles. A un moment donné, le divorce était inévtable. L'automate ira se
perfectionner dans des écoles normales d'instituteurs tout en senant de base de
réflexion dans le domaine du calcul mental pour de futurs enseignants. Quant au
systtme d'EIAO, utilisé en formation initiale et contnue dans la formation
professionnelle, il s'est vu enrichi d'expertise "de surface" dans d'autres domaines
(proportionnalité, résolution d'équations), mais c'est une dynamique pédagogique
plus globale quidirige son évolution.
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Annexe 1: Quelques informations surle systtme de calcul

Michel Fayol (1990) présente une organisation cognitive pour la résolution de
problémes numériques. Un tel modéle estsouwent treés utile pour interpréter certains
résultats qualitatifs. C’est ce modéle que nous avions principalement en téte. De
facon schématique et résumée, nous avons retenu que ce modéle considére trois
modules: Systtme de compréhension (C), systtme de production (P), systme de
calcul (CA). Les deux premiers systtmes se subdivisent en deux sous-systémes.
L'un relatif aux chiffres, I'autre aux dénominations verbales orales. Le systtme de
compréhension comporte en particulier diverses procédures de quantification:
subitizing (aperception globale), comptage, évaluation globale. Le systme de
production s’occupe de la mise en relation de faits entre eux. Les algorithmes font
partie du systtme de calcul. Plus finement, par analyse des produits, calcul des
temps, I'observation d’opérateurs au travail, par interrogation clinique, ou « talking
aloud » (méthode que nous avons utilisée pour nos propres introspections) il est
possible de préciser certfains modéles. Pour I'addition, on distngue les stratégies
reproductives (appel a la mémoire a long terme (MLT)) ou constructives (appel au
processus de calcul).

Pources derniéres le modeéle du « compteur» permet de rendre compte du temps
mis pour effectuer un calcul. Plus précisément, dans le cas de I'addition de deux
termes: m + n, etsi I'on prend pour calcul du temps: T = ax+tb ou x estle temps de
calcul de la somme +1 on peutprendre comme prédicteur pourle coefficienta:

-a=m+nexplique 0.71 de la variance chezles adultes et 0.11 au CP
- a= min(m,n) explique 0.73 de la variance chezles adultes et 0.80 au CP. (Fayol,
1990)

Ceciva dans le sens des condusions de Groen et Parkman (cittes également par
Fayol):

- au CP les enfants procédent parcomptage a partir du maximum de m etn

- chezles adultes il y a plutdt récupération directe en mémoire a long terme (MLT).
Dans quelques cas le comptage intervient.

- ce modéle ne convient pas pourles doubles (récupérés en mémoire ?)

Il peut étre encore utile de garder en mémoire les cing catégories proposées par
Baroody & Ginsburg (cité par Fayol)) ainsi que leur hiérarchisation:

1) comptage effectif (concrete counting all, CCA)

2) addition mentale: comptage effectif a partir du premier terme (Counting all starting
with the first addend, CAF), somme a partir du premier terme (Counting on from the
first addend, COF), comptage effectif a partr du terme maximum (Counting all
starting with the larger term, CAL), somme a partir du terme maximum (Counting on
from the larger term, COL).
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La progression observée dans le développement des enfants est la suivante:
d'abord CCA puis CAF ou COF (I'ordre des termes estrespecté), puis CAL ou COL
(commutativité en action)
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Annexe 2: Quelques protocoles issus de l'introspection

Les étapes du calcul percues parle calculateur font suite a I'énoncé. Entre crochets,
apparaissent les nombres qui ne sont pas directement utiisés dans I'étape
suivante ou obtenus "a part'. Entre parenthéses figurent les opérations qui ont été
vraisemblablementeffectuées.

35 + 38 -> [60], 13 (5+8), 73

35 +49 ->50 (49+1), 84 (50 + 34)

35 + 49 -> 85 (50+35), 84 (85-1)

35 + 49 -> 80 (emprunt de 5 a 49 ou utiisation des deux nombres amis 35 45 ?), 84 (80+4)
142 + 99 -> 242 (142+100), 241 (242- 1)

257 + 45 -> 262 (257+5), 302 (262 + 40)

257 + 45 ->[200], 102 (57+45 -> 52 + 50 mais le passage parait plus diffus), 302

257 + 45 -> 200, 290 (57+45 -> 90 [+12]), 302

172 + 739 -> 800 (700+100), 900 (72+39 -> 100 + [2+9] ; attrance du 7 et du 3 ?), 911
(permmutation du 2 et du 9 ?)

172 + 739 -> 800 (700+100), 900 (72+39 -> 102 + [9]), 911

172 + 239 -> 200 (170+30), 400 (200+200), 411 (400 + [9+2))

849+ 72 ->910(840+70), 921 (910 + [9+2))

389 + 597 -> 870 (méthode de fausse postion !), 970 (870 + [100] retenu !), 986
389 + 597 -> 600 (emprunt de 3), 986 (600+386)

3150 + 6250 -> 9000, 9300, 9400

315+ 625 -> 900 (600+300), 930 (900 + [20+10]), 940 (930+[10])
315+ 625 -> 900 (600+300), 930 (900 + [25+5]), 940 (930+10)

246 + 782 -> 900 (700+200), 988 (900 + [82+6]), arrét, 900, 1020 (900+[80+40]), 1028
238+514+189 -> 600 (500+100), 800 (600+200), [890] (800 + [89+1]), 51 (38+13), 900 (emprunt
de 10 & 51), 941

238+514+189 -> [700] (500+200), 100 (89 et emprunt de 11 a 14), 938 (800+[100+33]), 941
(938+3)

655 + 203 + 142 -> [900] (600+200+100), 97 (55+42), 1000
655 + 203 + 142 -> 855, 858, 959, 960, 1000

990 + 455 -> 1455 (1000 + 455; compenser), 1445 (1455-10)

890 + 455 -> 1455, 1355 (-100), 1345 (-10) (proposé spontanément par flore)

Annexe 3: Exemple de régles

Exemple pour le choix de 'opérateur 'emprunter a' qui, par exemple, fait passer du
calcul 27+54 a 30 + 51:

21



REGLE emprunter a N2
Sl
on a un calcul de la forme N1+N2 ET
angulositéde N1 <3 ET
NOYAU = noyau proche de N1
EMPRUNT = NOYAU - N1 ET
chiffre significatif de EMPRUNT <5 ET
N2 > EMPRUNT
ALORS
tenter d'appliquerl'opérateur'empruntera N2'

Ces opérateurs sont utilisés dans un processus de recherche classique (en
profondeur d’abord). On utilise l'indice de difficulté pour tronquer I'arore de
recherche. Aprés ce choix, le calcul sera effectué (pour autant que la profondeur
maximum de soit pas atteinte). A ce moment 13, les confributions a la « charge
cognitive » seront calculées:

DP = charge_processus(N1+EMPRUNT) + charge _processus(N2-EMPRUNT),
DM = charge_mémoire(N1+EMPRUNT) + charge_mémoire(N2-EMPRUNT),
DT =2.

La recherche d'un noyau dans le systtme de calcul menfal sera simplifiée en
cherchant simplement I'arondi supérieur. Les limitations concernant 'emprunt et
'angulositt sont aussi arbitraires, bien que réalistes. Avec des nombres trop
compliqués le systtme se rabattra d'abord sur des procédures plus systtmatiques
telles que celle donnée par l'algorithme de Bacquias.
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